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Estrutura de classes

Suponha que (Xn) ∼ CM(·,P) no espaço de estados S.
Dados x , y ∈ S, dizemos que x alcança y , notação: x → y , se

Px(Xn = y para algum n ≥ 0) > 0.

E dizemos que x e y se comunicam (ou x se comunica com y),
notação: x ↔ y , se x → y e y → x .

Obs. Note que x → x , e logo x ↔ x , x ∈ S.

Teorema. Para x , y ∈ S, x ̸= y , são equivalentes:
(i) x → y ;

(ii) ∃ n ≥ 1 e x0, x1, . . . , xn ∈ S, com x0 = x e xn = y , tal que

Px0x1 · · ·Pxn−1xn > 0;

(iii) P
(n)
xy > 0 para algum n ≥ 1.
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Estrutura de classes (cont.)

Dem. (i ⇒ iii) Por subaditividade:∑
n≥1 Px(Xn = y) ≥ Px(∪n≥1{Xn = y})

(i)
> 0 ⇒ (iii)

(iii ⇒ ii) Px(Xn = y)

=
∑

x1,...,xn−1∈S
Px(X1 = x1, . . . ,Xn−1 = xn−1,Xn = y)

(∗)
=

∑
x1,...,xn−1∈S

Pxx1 · · ·Pxn−1y

(iii)
> 0 ⇒ (ii)

(ii ⇒ i) De (ii) e (∗) segue que Px(Xn = y) > 0; logo

Px(∪ℓ≥1{Xℓ = y}) ≥ Px(Xn = y) > 0. □
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Estrutura de classes (cont.)
Proposição. ↔ é uma relação de equivalência em S.
Dem. 1) x ↔ x , como já t́ınhamos observado. (Reflexividade)

2) Se x ↔ y e y ↔ z , então ∃m, n ≥ 0 tq Pm
xyP

n
yz > 0.

Logo,

Pm+n
xz

Chapman-Kolmogorov
=

∑
w∈S

Pm
xwP

n
wz ≥ Pm

xyP
n
yz > 0,

e, portanto, x → z .

Similarmente, z → x , e x ↔ z . (Transitividade)

3) É óbvio que x ↔ y ⇒ y ↔ x . (Simetria) □

Logo, ↔ particiona S em classes de comunicação — elementos de

uma mesma classe se comunicam (entre si), mas não se comunicam com

elementos de outras classes (no entanto, não se descarta que possam

alcançar elementos de outras classes).

Diremos que uma classe C de S é fechada se, dados x ∈ C e
y ∈ S, se x → y , então y ∈ C.
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Exemplo S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

P =


1/2 1/2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1/3 0 0 1/3 1/3 0
0 0 0 1/2 1/2 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0


(Na figura acima, pomos uma seta apontando de x a y se e só se Pxy > 0, x ̸= y .)

Classes (de comunicação): {1, 2, 3}, {4} e {5, 6}.
{5, 6} é a única classe fechada.

Definições
Dizemos que x ∈ S é absorvente se {x} for uma classe fechada
(⇔ Pxx = 1); exemplos: 0 no processo de ramificação; 0 e N na rúına do
apostador.

Uma CM para a qual S é uma classe é dita irredut́ıvel
(⇔ x ↔ y ∀x , y ∈ S).
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